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Parte I 

Regime stazionario 

1 Corrente elettrica e amperometro ideale 

Si definisce corrente elettrica attraverso la superficie orientata S la grandezza scalare: 

Ut) A Um 

dove A q s (t) è la carica netta che nel tempo A t fluisce attraverso S concordemente alla sua orientazione. 
La corrente elettrica ha senso definirla solo se prima si è fissato un riferimento. 

L' amperometro ideale è un'astrazione dell'amperometro reale. Esso, per definizione, con la sua inserzione non modifica le 
condizioni iniziali fisiche preesistenti. Ciò significa che esso presenta sempre tensione elettrica nulla tra i morsetti, quindi 
deve presentare una resistenza nulla. Inoltre è capace di indicare istante per istante l'intensità della corrente. 



2 Tensione elettrica e voltmetro ideale 

Si definisce tensione elettrica lungo la linea l dal punto iniziale al punto finale la grandezza scalare: 

v(t) à Um 

Aq^O A « 

dove A Li è il lavoro che le forze del campo elettromagnetico agenti in ogni punto della linea l sono il grado di compiere 
sulla carica A q quando essa si sposta lungo la linea dal punto iniziale a quello finale. 

Il voltmetro ideale è un'astrazione del voltmetro reale. Esso, per definizione, con la sua inserzione non modifica le condizioni 
fisiche preesistenti. Ciò significa che esso presenta sempre corrente nulla nei cordoni, quindi deve presentare una resistenza 
infinita. Inoltre è capace di indicare istante per istante la tensione elettrica. 



3 Bipoli, N-poli, M-bipoli, porta elettrica 

Per formare un n-polo deve essere possibile individuare una superficie chiusa Sp dalla quale fuoriescono soltanto le estremità 
dei tubi di flusso. Devono essere verificate le seguenti ipotesi: 

1) al di fuori di Sp in ogni istante la tensione elettrica fra due morsetti qualsiasi è conservativa (D.D.P.), cioè v\ 2 + w 2,3 + 

VZA + V4,l = 0 

2) in ogni istante la somma di tutte le correnti elettrice entranti ai morsetti è nulla, cioè i\ + i 2 + 13 + 14 = 0 

Le due ipotesi implicano che la variazione del campo di induzione sia nulla, come anche il campo di corrente si spostamento. 

Si ha un m-bipolo quando si riesce a distinguere m diverse porte elettriche di un n-polo con m=n/2. 

Una porta elettrica di un n-polo è una coppia di morsetti aventi zero come somma delle due correnti relative al medesimo 

riferimento. 

4 Potenza elettrica scambiata ad una porta, wattmetro 

Considerata la porta h-esima, si definisce potenza elettrica scambiata ala porta la grandezza scalare: 

Ph(t) = v h (t)i h (t) 





UTILIZZATORE (potenza entrante) 


GENERATORE (potenza uscente) 


v * i > 0 


assorbita 


erogata 


v * i < 0 


erogata 


assorbita 



Il wattmetro ideale è un'astrazione del wattmetro reale. Esso per definizione con la sua inserzione non modifica le condizione 
fisiche preesistenti. Ciò significa che presenta sempre tensione nulla (resistenza nulla) tra i morsetti amperometrici e 
corrente nulla (resistenza infinita) ai morsetti voltmetrici. Inoltre è capace di misurare istante per istante la potenza 
scambiata. 
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5 Bipoli ideali adinamici 



I bipoli ideali sono astrazioni dei bipoli reali. Così si chiamano quei bipoli (o m-bipoli) che presentano legami matematici 
particolarmente semplici tra tensioni e correnti. I bipoli adinamici (o di ordine zero) sono detti così perchè non tengo 
conto del passato e quindi nella loro funzione topologica non presentano integrali e differenziali. 

6 Bipoli R, GIT, GIC 

6.1 Resistore ideale 

II resistere ideale è un bipolo ideale adinamico che presenta legame di proporzionalità tra tensione e corrente. Di regola 
si applica al resistore la convenzione degli utilizzatori e la sua relazione tensione-corrente si esprime come 

v(t) = Ri(t) ovvero i(t) = Gv(t) 

Il parametro R è detto resistenza e il parametro G conduttanza. In un resistore esso sono costante e sono definite come: 

R a v q A i essendo R = i 

i ' v G 

Il bipolo resistore è un bipolo passivo, inerte, bilaterale e dissipa tutta l'energia assorbita, dove l'energia è data da: 

p = vi = Ri 2 = Gv 2 
La caratteristica esterna è una retta passante per l'origine 

6.2 Generatore ideale di tensione 

Il generatore ideale di tensione è un bipolo ideala e adinamico che ha tensione indipendente dalla corrente: 

v(t) = e(t) Vi(t) 

Il parametro e(t)è una quantità arbitraria detta tensione impressa, ma è frequentemente chiamata forza elettromotrice 
(f.e.m.) e si misura in volt. 

La caratteristica esterna è una retta parallela all'asse delle correnti. 

Il bipolo generatore di tensione è un bipolo attivo e se il generatore è spento (e(t) = 0) si ha un corto circuito. 

6.3 Generatore ideale di corrente 

Il generatore ideale di corrente è un bipolo ideale adinamico che presenta corrente indipendente dalla tensione: 

i(t) = j(t) to(t) 

Il parametro j(t) viene detto corrente impressa (ci.) e si misura in ampere. 
La caratteristica esterna è una retta parallela all'asse delle tensioni. 

Il bipolo generatore di corrente è un bipolo attivo e se il generatore è spento (j(t) = 0) si ha un circuito aperto. 

7 Serie di bipoli 

Due bipoli sono connessi in serie quando ciascuno di essi ha un morsetto collegato ad uno stesso nodo cui non è collegato 
alcun altro componente, mentre gli altri due morsetti sono collegati a due diversi morsetti A e B, tramite i quali avviene 
la connessione ad una rete qualsiasi. 

Il bipolo equivalente serie, di morsetti A e B, ha corrente i s (t) e tensione v s (t). Fissando gli stessi riferimenti si ha che i 
due bipoli devono essere attraversati dalla stessa corrente, quindi: 
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i s (t) = il(t) = i 2 (t) 



v s {t) = vi(t)+v 2 (t) 

Se si assume che i due bipoli siano di ordine zero e controllati in corrente si ha: 

vi = fi(h) ev 2 = f 2 {i 2 ) 

sostituendo si ottiene: 

v s = v 1 +v 2 = fi(h) + f 2 {i 2 ) = fi(i s ) + h{is) = f s {is) 
Quindi la caratteristica esterna del bipolo serie si ottiene sommando le tensione dei bue bipoli a parità di corrente. 

8 Parallelo di bipoli 

Due bipoli sono connessi in parallelo quando hanno i morsetti collegati a due a due in due nodi A e B, tramite i quali 
avviene la connessione ad una rete qualsiasi. 

Il bipolo equivalente parallelo, di morsetti A e B, ha corrente i p (t) e tensione v p (t). Fissando gli stessi riferimenti si ha 
che i due bipoli devono presenta ai morsetti la stessa tensione, quindi: 

V p (t) = Vl(t) = v 2 (t) 

i p (t) = h(t) + i 2 (t) 

Se si assume che i due bipoli siano di ordine zero e controllati in tensione si ha: 

h = fi(vi) ei 2 = /2O2) 

sostituendo si ottiene: 

i P = k + Ì2 = fi{vi) + f 2 (v 2 ) = fi(v p ) + f 2 (Vp) = fp(v p ) 
Quindi la caratteristica esterna del bipolo serie si ottiene sommando le correnti dei bue bipoli a parità di tensione. 

9 Elementi topologici delle reti di bipoli 
9.1 Grafo 

Un grafo è costituito da punti, detti nodi del grafo, e da lati, o archi, i cui estremi sono posti in una coppia di nodi. Il 
grafo associato ad una rete si ottiene fissando un nodo del grafo per ogni nodo della rete e tracciando un lato del grafo in 
corrispondenza ad ogni bipolo della rete. Dunque gli elementi che individuano un grafo sono: 

- il numero n dei nodi (Ni, . . . , N n ); 

- il numero l dei lati (ai, . . . ,a{); 

- la specificazione della coppia di nodi nella quale ogni lato incide. 

I lati del grafo presentano bipoli dotati di tensione e correnti in generale non nulle, pertanto esistono semplificazione 
costituite dal riunire nello stesso nodo il cortocircuito e dal non disegnare il lato per i circuiti aperti. 

9.1.1 Caratteristiche dei grafi 

- connesso: esiste almeno un percorso formato da suoi lati che ne unisce due nodi qualsiasi; 

- ridotto: privo di cappi e di aperti, ad ogni nodo si appoggiano almeno tre lati e ad ogni coppia di nodi si appoggia al 
più un lato; 

n{n — 1 ) 

- completo: ha il massimo di lati compatibile con gli n nodi (l — ); 

- piano: è possibile disegnarlo su un piano, o su sfera, senza intersezioni tra i lati. 
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9.2 Maglia 

Si dice maglia di un grafo un sottografo che soddisfa le seguenti proprietà: 

- è connesso; 

- in ogni nodo coincidono due e soltanto sue suoi lati. 

9.3 Anello 

Si dice anello di un grafo piano una maglia che non è attraversata da nessun'altro lato del grafo. 

Il numero di anelli in un grafo piano connesso è pari a a = l — n + 1. 

Se il grafo viene steso su una sfera il numero di anelli diventa a s = a + 1. 

9.4 Insieme di taglio 

Si dice insieme di taglio di un grafo connesso un insieme di lati che soddisfa le seguenti condizioni: 

- la rimozione di tutti i suoi lati rende il grafo non connesso; 

- la rimozione di tutti i suoi lati meno uno lascia il grafo connesso. 

9.5 Nodo 

In particolare tutti i lati che concorrono in un nodo verificano le condizioni per l'insieme di taglio, quindi un nodo individua 
l'insieme di taglio più semplice. 

9.6 Albero 

Si dice albero di un grafo connesso un sottografo che soddisfa le seguenti condizioni: 

- comprende tutti i nodi del grafo; 

- non forma maglie; 

- è connesso. 

In altre parole un albero è costituito da un insieme di lati, detti rami, che toccono tutti i lati senza dar luogo a percorsi 
chiusi. In un grafo si possono definire più alberi, ma il numero di rami rimane r = n — 1. 

9.7 Coalbero 

Si dice coalbero di un grafo connesso l'insieme di lati complementare ad un albero. I lati del coalbero vengo detti corde e 
sono c = l — r = l — n+l = a. 

9.8 Maglie fondamentali 

Scelto un coalbero del grafo, ogni sua corda individua, insieme ad alcuni rami del corrispondente albero, una e una sola 
maglia che viene chiamata maglia fondamentale. Poiché le corde sono c = l — n+l, ogni coalbero permette di individuare 
un sistema di l — n + 1 maglie fondamentali ciascuna dotata di un lato peculiare (la sua unica corda) . 

9.9 Insiemi di taglio fondamentale 

Scelto un albero del grado, ogni suo ramo individua, insieme ad alcune corde del coalbero, uno ed un solo insieme di taglio 
che viene chiamato insieme di taglio fondamentale. Poiché i rami sono r = n — 1, ogni albero permette di individuare un 
sistema di n — 1 insieme di taglio fondamentali ciascuno dotato di un lato peculiare (il suo unico ramo). 

10 Leggi di Kirchhoff 

I legami che la topologia impone alle correnti e alle tensioni di una rete di n-poli sono formalizzati dalle leggi di Kirchhoff. 
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10.1 Legge di Kirchhoff delle correnti - LKC 



La Legge di Kirchhoff delle correnti afferma che in ogni rete di n-poli in regime stazionari o variabile, in qualsiasi istante, 
è uguale a zero la somma algebrica delle correnti dei lati che compongono un qualsiasi insieme di taglio: 

E ±»fc(t) = o 

k£taglio 

L'applicazione della legge richiede anzitutto che sia stabilito il riferimento di corrente di ogni lato dell'insieme di taglio. 

Data che l'insieme di taglio più semplice sono i lati che appoggiano ad un nodo, la LKC afferma che in ogni rete di 
n-poli in regime stazionari o variabile, in qualsiasi istante, è uguale a zero la somma algebrica delle correnti dei lati che si 
appoggiano ad uno stesso nodo: 

E ± **(*) = o 

k£nodo 

In totale ci sono n — 1 LKC dato che ci sono n — 1 insiemi di taglio indipendenti 

10.2 Legge di Kirchhoff delle tensioni - LKT 

La legge di Kirchhoff delle tensioni afferma che in ogni rete di n-poli in regime stazionario o variabile, in qualsiasi istante, 
è uguale a zero la somma algebrica delle tensioni dei lati appartenenti ad una qualsiasi maglia: 

E ± ffc(t) = o 

k£maglia 

L'applicazione della legge richiede anzitutto che sia stabilito il riferimento di tensione di ogni lato dell'insieme della maglia. 

Più in generale si può dire che è nulla in ogni istante la somma algebrica delle tensioni tra coppie di nodi che formano una 
sequenza chiusa: 

E ±v k (t) = o 

k£seq.ch. 

Evidentemente la seconda legge di Kirchhoff corrisponde all'ipotesi fondamentale che le tensioni degli n-poli sono con- 
servative. Pertanto la LKT può essere anche espressa dicendo che la tensione tra qualunque coppia di nodi Nh e è 
differenza di potenziale: 

Vhk(t) = u h (t) - u k {t) 
In totale ci sono m LKT dato che ci sono m maglie indipendenti 

11 Teorema di Tellegen 

Il teorema di Tellegen vale per qualsiasi rete in regime stazionario o quasi-stazionario formata da n-poli di qualsiasi tipo. 

11.1 Enunciato 

Si consideri una rete di l dipoli interconnessi in n nodi, tutti con la stessa convenzione per le potenze. 

Sia {vh}h=i,2...i un insieme di valori istantanei di tensioni dei lati compatibili con le equazioni della LKT per la rete e 
{ih}h=i,2...i un insieme di valori istantanei di correnti dei lati compatibili con le equazioni della LKC per la rete. Il teorema 
di Tellegen afferma che tali tensioni {vh}e correnti {ih} verificano la relazione: 

E v hh = o 

h=l 
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11.2 Dimostrazione 



Le Vh e ih devono rispettare le sole Leggi di Kirchhoff e quindi il teorema si applica al grafo più che alla rete. Si considera 
quindi il suo lato h-esimo appoggiato ai nodi N r e N s : il prodotto Vhih può essere scritto come v rs i rs . Dato che Vh = v rs 
soddisfa alla LKT, essa può essere espressa come differenza di potenziale: Pertanto si ha: 

Vhih = ( u r - u s )i rs 

Sommando su tutti i lati si ottiene: 

l n n 

v hih = ^EEK _ u a )i rs 

h=l r=ls=l 

Sviluppando: 

/ ^ n n ^ n n 

Vhih — 2 Vr irs 2 Vs irs 
h—1 r—1 s—1 s—1 r—1 

dove le sommatorie sulle correnti indicano la somma di tutti le correnti uscenti dai nodi che sono nulle per la LKC. 

12 Teoremi di non amplificazione: enunciato e dimostrazione della non 
amplificazione delle tensioni 

I teoremi di non amplificazione riguardano le reti di bipoli nelle quali in un istante t un solo bipolo sta erogando potenza, 
mentre tutti gli altri ne stanno assorbendo. 

12.1 Teorema di non amplificazione delle tensioni 

La tensione del bipolo erogante non è superata dal modulo della tensione di qualsiasi altro bipolo che assorbe. 

12.2 Teorema di non amplificazione delle correnti 

La corrente del bipolo erogante non è superata dal modulo della corrente di qualsiasi altro bipolo che assorbe. 

12.3 Dimostrazione del teorema di non amplificazione delle tensioni 

Siano A e B i nodi ai quali appoggia il bipolo erogante, R e S i nodi generici ai quali appoggia ogni altro bipolo. 
Le rispettive potenze sono: 

Pab = Vabiab < 0 

Vrs = v rs i rs > 0 con rs ^ ab 

Le potenze diverse da zero impongono che le corrente e le tensione della rete non siano nulle. Si considera un nodo generico 
R, diverso da A e B, cui si appoggiano solo bipoli che assorbono potenze. Tutte le correnti di tali lati, i rs con s = 1 . . . m. 
hanno riferimento uscente da R e quindi la LKC scritta per tale nodo impone che: 

Vi • • • irh i'rk • • • 0 

Affinchè questa sia verifica, non potendo le correnti essere nulle, è necessario che almeno delle correnti sia positiva, ad 
esempio i r h > 0, e una negativa, i r k < 0. Dato che le potenze devo essere positive si ha che le tensioni sono v r h > 0 e 
v r k < 0. Ma la LKT impone che le tensioni dei lati siano d.d.p. e quindi si ottiene: 

irh > 0 ^> V r h = U r — Uh > 0 ^ U r > Uh 
irk < 0 V r k = U r — Uk < 0 ^> U r < Ufe 
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Pertanto il nodo R non può avere né potenziale minimo né massimo, essendo maggiore di quello di H e minore di quello 
di K. 

Ai nodi A e B le precedenti considerazioni non si applicano, perché uno dei lati che ad essi si appoggia è costituito dal 
bipolo che sia erogando e quindi con potenza negativa. Pertanto necessariamente A e B si trovano ai potenziali massimo 
e minimo. Per cui si ha: 

\u a — Ub\ > \u r — u s | Vrs 7^ ab 

quindi: 

\v a b\ > \v rs \ Vrs ^ ab 

13 Punto di lavoro di due bipoli generici 

Il punto di lavoro è dato dalla coppia di valori (Vl,Il) che individua la tensione e corrente comuni ai due bipoli 
convenzionati uno da generatore e l'altro da utilizzatore. 

Si può trovare per via grafica o algebrica, può succedere che le caratteristiche statiche diano luogo a soluzioni multiple. 

14 Teorema di sostituzione 

Si consideri una rete in regime variabile costituita da l bipoli e si supponga che abbia soluzione unica per tutte le tensioni 
e le correnti dei lati. 

Si consideri il bipolo che costituisce il generico lato o^, avente corrente e tensione Vk, e lo si sostituisca con un generatore 
ideale di corrente avente corrente impressa j/. = oppure con un generatore ideale di tensione avente tensione impressa 
efe = v k - 

Il teorema si sostituzione afferma che: se la rete così modificata presenta soluzione unica per tutte le tensioni e le correnti 
allora queste correnti e tensioni sono uguali a quella della rete originale. 

15 Resistenza equivalente ad una porta 

Considerata una rete comunque complessa della quale sono accessibile solo due nodi A e B esse costituisce come un bipolo 
di morsetti A-B. Si può dimostrare che se la rete è formata esclusivamente da resistori ideali essa a tale porta è equivalente 
ad un resistore ideale. 

La resistenza equivalente R eq di tale resistore è tale che: 

VAB — ReqÌAB 

Molte reti di resistori presentano tipologie tali da permette di ricavare R eq applicando iterativamente le riduzioni serie e 
parallelo. 

16 Partitore di tensione e di corrente 
16.1 Partitore di tensione 

Il partitore di tensione si applica quando si ha una serie di resistori 

Quindi la tensione vale ai capi di ogni resistore Vh — Rhih = Rhis = 
Si ottiene quindi la formula del partitore di tensione resistivo: 

Rh 

v h = v s — 

^Rk 

fe=i 



. In questo caso la resistenza totale vale R s = ^2 Rk- 

k=i 
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16.2 Partitore di corrente 

i 

Il partitore di corrente si applica quando si ha un parallelo di resistori. In questo caso la conduttanza totale vale G s — Gk 

k=i 



p 



Quindi la corrente vale ai capi di ogni resistore ih — GhVh = GhV p = Gh _ 

G 

Si ottiene quindi la formula del partitore di corrente resistivo: 

. _ . G h 

Ih — , 

k=i 

17 Bipoli normali: generatore normale di tensione e di corrente 

17.1 Generatore normale di tensione - GNT 

Il bipolo formato dalla serie di un generatore ideale di tensione e di un resistore ideale è chiamata generatore normale di 
tensione. Se la convenzione è dei generatori la equazione caratteristica del bipolo è V = E — RI. 

Il funzionamento a vuoto si ottiene per I = 0 e quello in cortocircuito per V = 0. Dall'equazione quindi si ottiene: 

E V 0 

Vq = E ice = -5 R = ~j— 

ti ice 

17.2 Generatore normale di corrente - GNC 

Il bipolo formato dal parallelo di un generatore ideale di corrente e di un resistore ideale è chiamata generatore normale 
di corrente. Se la convenzione è dei generatori la equazione caratteristica del bipolo è I = J — GV . 

Il funzionamento a vuoto si ottiene per I = 0 e quello in cortocircuito per V = 0. Dall'equazione quindi si ottiene: 

17.3 Equivalenza tra GNT e GNC 

E 1 

Se l'equazione del GNT viene risolta rispetto alla corrente 7, si ottiene / = — — — V. Questa coincide con l'equazione del 

R R 

E 1 
GNC ponendo J = — e G = — . 

R R 

Pertanto il GNT e il GNC sono tra loro equivalenti e le relazione di equivalenza quando sono applicati gli stessi riferimenti 
sono: 

GNT -> GNC J = — G 



9 " ? 

GNC GNT E = - R = - 

18 Analisi delle reti normali in regime stazionario: il problema generale 

L'analisi della rete consiste nella determinazione di tutte le sue tensioni e tutte le sue correnti. Se essa è costituita da / 
bipoli connessi in n nodi, le / correnti e l tensioni rappresentano le 21 incognite dell'analisi: la loro determinazione richiede 
21 equazioni di vincolo indipendenti e compatibili. 

Un primo insieme di l equazioni tra loro indipendenti è costituito dalle relazioni v-i dei singoli bipoli (equazioni caratter- 
istiche o tipologiche) che possono essere scritte come: 

F[v(t),i(t)] = 0 a / bipoli 
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Un secondo insieme di n — 1 + m = l equazioni tra loro indipendenti è costituito dalle equazioni imposte dalle leggi di 
Kirchhoff (equazioni topologiche) 

^2 = 0 LKC a n-1 insiemi di taglio indipendenti 
J2±v(t) = 0 LKT a m maglie indipendenti 

Le equazione tipologiche più quelle topologiche costituiscono un sistema di 21 equazioni. 

19 Metodo delle correnti di maglia 

Per sviluppare il metodo delle correnti di anello supponiamo che tutti i lati siano generatori normali di tensione perché si 
presentano in tale forma o perchè possono essere trasformati in tal modo con le relazioni di equivalenza tra GNC e GNT. 
Si escludono quindi i lati costituiti soltanto da generatori ideali di corrente. 

Assumiamo che la rete sia piana e siano individuati i suoi m anelli interni A r r = 1 . . . m ai quali sono associate le correnti 
di anello K r r = 1 . . . m, tutte con riferimento concorde (orario o antiorario). 

Su ciascun anello viene scritta l'equazione della LKT ^±14 = 0, nella quale la tensione è espressa con Vk — Rklk — E^, 
ottenendo: 

±Rkh = E ±E * 

keA r k£A r 

Queste formano un sistema di m equazioni, una per anello. La generica corrente di ogni lato I/, può essere espressa come 
differenza = K r — K s delle correnti cicliche dei due anelli adiacenti A r e A s che hanno in comune il alto a/c, ottenendo: 

±Rk{K r -K S )=Y J ±E k 

Nella formula la corrente d'anello K r compare ad ogni addendo di lato k-esimo che forma l'anello A r ed, avendo il 
riferimento coincidente con il verso di percorrenza, va sempre sommata. Mentre la corrente K s dell'anello adiacente A s 
deve essere sottratta. Indicando con R rs la resistenza del alto a/c lambito da K r e K s e con E rs la tensione impressa 
Eh- Allora si può riscrivere la formula come: 

m va va 

Cy^ J R rs )K r — ^ R rs K s =y* j ± E rs 

s = l s=l,s^r s=l 

Le somme sono estese a tutti gli anelli perché se un anello A s non ha lati in comune con A r si considerano R rs = 0 e 
E rs = 0, per questo nelle somme vengono valutati di fatto solo gli anelli adiacenti a A r . Inoltre: 

- R rs indica la somma delle resistenze di tutti i lati che formano l'anello A r ; 

- R rs indica la resistenza in comune tra gli anelli A r e A s ; 

- ±E rs indica la somma algebrica delle tensioni impresse dei generatori ideali di tensione dei lati che formano l'anello 
A r , vanno sommate se il riferimento di K r attraversa il generatore dal segno - al segno +, nel caso contrario vanno 
sottratte. 

Se nella rete sono presenti dei lati anomali, cioè generatori ideali di corrente, lo si tratta come se fosse un generatore di 
tensione con tensione impressa Vj. Se per esempio ce n'é uno le equazioni diventano: 

m va va 

Cy^ J R rs )K r — R rs K s — ± E rs ± v> 

s=l s=l,s^v s=l 

Le incognite però in questo modo diventano m+1 dato che anche Vj è incognita. Per rendere il sistema determinano 
bisogna introdurre un'ulteriore equazione. Questa equazione è quella che esprime la corrente del lato anomalo come 
differenza di correnti d'anello che lo lambiscono: 

J=K r - K s 

Essendo J nota il sistema diventa di m+1 equazioni in m+1 incognite. 

Se sono presenti più lati anomali vanno aggiunti altre incognite Vj ed equazioni per le correnti. 
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20 Metodo dei potenziali nodali 



Per sviluppare il metodo dei potenziali nodali supponiamo che tutti i lati siano generatori normali di corrente perché si 
presentano in tale forma o perchè possono essere trasformati in tal modo con le relazioni di equivalenza tra GNC e GNT. 
Si escludono quindi i lati costituiti soltanto da generatori ideali di tensione. 

Assumiamo che la rete sia piana e siano individuati i suoi n -1 nodi indipendenti N r r = 1 . . . n — 1 ai quali sono associate 
i potenziali U r r = 1 . . . n — 1. 

Su ciascun nodo viene scritta l'equazione della LKC ^±7/j = 0, nella quale la corrente è espressa con Ik = GkV k — Jk, 
ottenendo: 

±GkV k = ±J k 

keN r keN r 

Queste formano un sistema di n -1 equazioni, una per ogni nodo. La generica tensione di ogni lato Vk può essere espressa 
come differenza Vk = U r — U s dei potenziali nodali dei due nodi N r e N s che hanno in comune il alto ak, ottenendo: 

±G k (U r -U S )=J2 ±J * 

k£N r keN r 

Nella formula il potenziale nodale U r compare ad ogni addendo di lato k-esimo che forma il nodo N r . Prendendo il 
riferimento + della tensione dei lati N r , U r va sommata. Mentre il potenziale U s del nodo adiacente N r deve essere 
sottratto. Indicando con G rs la conduttanza Gk del alto a k che si appoggia a U r e U s e con J rs la corrente impressa 
Allora si può riscrivere la formula come: 

n— 1 n— 1 n—1 

(^""^ G rs )U r — G rs U s =^~~^ ± J rs 

s — l s—l,s^r s — 1 

Le somme sono estese a tutti i nodi perché se un nodo N s non ha lati in comune con N r si considerano G rs = 0 e J rs = 0, 
per questo nelle somme vengono valutati di fatto solo i nodi adiacenti a N r . Inoltre: 

- ^ s G rs indica la somma delle conduttanze di tutti i lati che toccano il nodo N r ; 

- G rs indica la conduttanza in comune tra i nodi A^ r e N s ; 

- ^2 ±J r s indica la somma algebrica delle correnti impresse dei generatori ideali di correnti dei lati che toccano il nodo 
N r , vanno sommate se il riferimento — > è diretto verso N r , nel caso contrario vanno sottratte. 

Se nella rete sono presenti dei lati anomali, cioè generatori ideali di tensione, lo si tratta come se fosse un generatore di 
corrente con corrente impressa Ie- Se per esempio ce n'é uno le equazioni diventano: 

ti— 1 ti— 1 n— 1 

(^2, Grs)U r — ^ G rs U s — ^ ± J rs ± Ie 
s—l s—l.s^r s—l 

Le incognite però in questo modo diventano (n-l) + l dato che anche Ie è incognita. Per rendere il sistema determinano 
bisogna introdurre un'ulteriore equazione. Questa equazione è quella che esprime la tensione del lato anomalo come 
differenza di potenziai dei nodi ai quali esso si appoggia: 

E = U r - U s 

Essendo E nota il sistema diventa di (n-l) + l equazioni in (n-l) + l incognite. 

Se sono presenti più lati anomali vanno aggiunti altre incognite Ie ed equazioni per le tensioni. 

21 Teorema di sovrapposizione degli effetti 

Il teorema di sovrapposizione degli effetti afferma che in una rete lineare la tensione (corrente) del generico lato ah è uguale 
alla somma delle tensioni (correnti) che si ottengono in quel lato facendo agire uno alla volta i generatori ideali. 

Se si assume che nei lati da 1 a r siano presenti i generatori ideali di tensione E\ E r e nei lati da s e l (s = r + 1) siano 
presenti i generatori ideali di corrente J s «/;, si può porre: 
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I V h = Vfci + . . . + V hr + V hs + ... + V h i 
y Ih = Ihl + ■ ■ ■ + Ihr + hs + ■ ■ ■ + hi 

dove: 

- i contributi Vhk e Ihk con k = 1. ..r sono dovuti ai generatori ideali di tensione Ekcon k = 1 . . . r; 

- i contributi Vhk e Ihk con k = s . . .1 sono dovuti ai generatori ideali di corrente J^con k = s . . .1. 
Ovviamente alcune delle e possono essere nulle. 

22 Coefficienti di rete e teorema di reciprocità 

22.1 Coefficienti di rete 

Il teorema di sovrapposizione degli effetti 

{V h = H Vhl Ei + ... + H Vhr E r + H Rhs J s + ... + H Rhl Ji 
I h = H Ghl E 1 + . . . + H Ghr E r + H Ihs J s + . . . + H Ihl Ji 

mostra che i contributi dei generatori ideali Ek e Jk alla tensione e corrente di lato complessive Vh e Ih sono proporzionali 
alle grandezze impresse che ne sono la causa tramite i coefficienti di rete o funzioni di rete Hy hk , Hn hk , Hc hk e Hj hk , che 
sono definiti come: 

TT a YìL\ ij A I 

-"-Vhk T7! I „ ^Rhk J I „ w 

&h E v=oP=F k Jh E p=0 Vp 

J q =oVq Jq=oq^ 
H — —I TT — —I 

n G h k p L "Ihk T I „ w 

Cjh E P=0 P=FK Jh E p=0 vp 

J q =oVq J q =oq^ k 

- Hv hk è il rapporto adimensionale tra la tensione di lato Vh e la tensione impressa Eh (rapporto di tensione). 

- Hji hk è il rapporto con dimensione di ohm tra la tensione di lato Vh e la corrente impressa Jh (autoresistenza). 

- Hc hk è il rapporto con dimensione Siemens tra la corrente di lato Ih e la tensione impressa Eh (autoconduttanza). 

- Hi hk è il rapporto adimensionale tra la corrente di lato Ih e la corrente impressa Jh (rapporto di corrente). 

22.2 Teorema di reciprocità 

Il teorema di reciprocità afferma che in una rete lineare di bipoli tra i coefficienti di rete valgono le seguenti proprietà: 




23 Teorema di Thevenin 



23.1 Enunciato 



Il teorema di Thevenin afferma che data una qualsiasi rete lineare, questa può essere vista, a morsetti A-B, come un 
generatore normale di tensione. 

La tensione del GNT è pari alla tensione a vuoto ai morsetti A-B, mentre la resistenza è pari alla resistenza una volta 
resa passiva la rete. 
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23.2 Dimostrazione 



Si consideri applicata alla porta A-B una generica condizione di lavoro, essendovi connesso un bipolo estraneo alla rete, 
anche non normale, purché dia luogo ad un unico punto di lavoro (V*,/*). Per il teorema di sostituzione è possibile sosti- 
tuire il bipolo C con un generatore ideale di corrente con corrente impressa J s = I* . In base al teorema di sovrapposizione 
degli effetti, la tensione V* della rete lineare può essere espressa come V* — V* +V* , dove la tensione V* è la tensione 
prodotta tra A e B dalle tensione e correnti impresse dalla rete quando J s è annullata mentre V* è la tensione prodotta 
tra A e B da J s quando sono annullate tutte le tensioni e correnti impresse dalla rete. V* si presenta con corrente nulla 
alla porta A-B e quindi ne costituisce la tensione a vuoto Vo, invece V* può essere espressa come V* — ~J s Ri, dove Ri 
è la resistenza interna della rete. L'equazione può essere riscritta come: 

V* = Vq- RìI* 



24 Teorema di Norton 

24.1 Enunciato 

Il teorema di Norton afferma che data una qualsiasi rete lineare, questa può essere vista, a morsetti A-B, come un 
generatore normale di corrente. 

La corrente del GNC è pari alla corrente di cortocircuito tra i morseti A-B, mentre la resistenza è pari alla resistenza una 
volta resa passiva la rete. 

24.2 Dimostrazione 

Si consideri applicata alla porta A-B una generica condizione di lavoro, essendovi connesso un bipolo estraneo alla rete, 
anche non normale, purché dia luogo ad un unico punto di lavoro (V*,/*). Per il teorema di sostituzione è possibile sosti- 
tuire il bipolo C con un generatore ideale di tensione con tensione impressa E s — V* . In base al teorema di sovrapposizione 
degli effetti, la corrente I* della rete lineare può essere espressa come I* = I* + I* , dove la corrente I* è la corrente 
prodotta tra A e B dalle tensione e correnti impresse dalla rete quando E s è annullata, mentre I* è la corrente prodotta 
tra A e B da E s quando sono annullate tutte le tensioni e correnti impresse dalla rete. I* si presenta con tensione nulla 
alla porta A-B e quindi ne costituisce la corrente di cortocircuito I cc , invece I* può essere espressa come I* = —E s Gi, 
dove Gì è la conduttanza interna della rete. L'equazione può essere riscritta come: 

r = i cc - dv* 

25 Teorema dell'adattamento del carico 

25.1 Enunciato 

Il teorema di adattamento del carico afferma che un generatore normale di tensione, con tensione impressa E e resistenza 
Ri, eroga la massima potenza quando alimenta un carico la cui resistenza equivalenza R u è uguale alla resistenza del 
generatore: 

R u mt = Ru |p„ max = Ri 

In tale condizione di funzionamento la potenza erogante è massima e vale: 

P 

25.2 Dimostrazione 

Corrente, tensione e potenza uscente dalla porta del generatore sono espresse da: 

V = E Ru I = - P = VI= ERu 

Ru + Ri Ru + Ri (Ru + Ri) 2 
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con Ri > 0 e R u > 0. Al variare del carico per un fissato GNT tale potenza è funzione di R u : P = P(R U ). Il massimo di 
tale funzione si trova studiando la sua derivata, che è: 

dPu Ri Ru 

dR u ~ JrTTRuY 

Questa si annulla per R u — Ri, positiva per R u < Ri e negativa per R u > Ri. Pertanto ha il suo massimo per R u = Ri e 
quindi: 



V -— T - E - Icc 
y-mt — 2 ±mt ~ 2R ~ 2 



P=VI 



E Eh, 



4i? 4 4 

26 Doppi bipoli ideali e inerti adinamici: rappresentazioni matriciali 

In un doppio bipolo adinamico ideale inerte le grandezze dipendenti sono espresse come combinazioni lineari a coefficienti 
costanti delle grandezze indipendenti. Le sei rappresentazioni di tale tipo sono: 



26.1 Rappresentazione controllata in corrente 

Le equazioni di doppio bipolo adinamico ideale inerte esplicitate nelle tensioni sono: 



vi = Ruii 
v 2 = R 2 iH 



I quattro parametri Rhk sono così definiti: 




«2=0 



Rl2 



U 2 =0 R22 = — 
Ì2 

- R\\: resistenza a vuoto della porta 1 (autoresistenza) 

- Ri2'- resistenza di trasferimento tra la porta 1 e 2 (mutua resistenza) 

- R21: resistenza di trasferimento tra la porta 2 e 1 (mutua resistenza) 

- R22- resistenza a vuoto della porta 2 (autoresistenza) 
Le equazioni possono essere scritte in forma matriciale: 



l*i=o 

1*1=0 



Ri con R 



Ru 
R21 



R12 
R22 





Vi 




h 


V = 




i = 






. V 2 _ 




*2 _ 



26.2 Rappresentazione controllata in tensione 

Le equazioni di doppio bipolo adinamico ideale inerte esplicitate nelle correnti sono: 



Gufi 
G21V1 



G12V2 

G 2 2 v 2 



I quattro parametri Ghk sono così definiti: 



Vi 



\v 2 =0 



n A 12 1 

<-"21 — — «2=0 
Vi 



G12 
G22 



A l J_ 

V2 
A_ «2 

V2 



l"l=0 



|wi=0 



- Gii: conduttanza di cortocircuito alla porta 1 (autoresistenza) 

- G12: conduttanza di trasferimento tra la porta 1 e 2 (mutua conduttanza) 

- G21: conduttanza di trasferimento tra la porta 2 e 1 (mutua conduttanza) 

- G22: conduttanza di cortocircuito alla porta 2 (autoresistenza) 
Le equazioni possono essere scritte in forma matriciale: 



i = Gv con G = 



Gn 
G21 



G12 
G22 





Vi 




h 


V = 


i = 




. V 2 _ 




*2 _ 
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26.3 Rappresentazione ibrida 1 

Le equazioni di doppio bipolo adinamico ideale inerte esplicitate nella tensione v\ e nella corrente i 2 sono: 

\vi = huh + h 12 v 2 
\i 2 = h 2 iH + h 22 v 2 



I quattro parametri h^k sono così definiti: 



/in 
h 2 i 



a vi 
h 

A_ 12 

il 



|l>2=0 

v 2 =0 



hl2 



122 



A «1 

V2 
A «2_ 

V 2 



1*1=0 



- /in: resistenza di cortocircuito alla porta 1 

- /i 12 : rapporti di trasferimento di tensione 

- /121: rapporti di trasferimento di corrente 

- h 22 : conduttanza a vuoto della porta 2 

Le equazioni possono essere scritte in forma matriciale: 



y = hx con h - 





hi2 




vi 




il 


fl21 


h 2 2 


y = 


Ì2 


X = 


. V2 



26.4 Rappresentazione ibrida 2 

Le equazioni di doppio bipolo adinamico ideale inerte esplicitate nella corrente ii e nella tensione V2 sono: 



«1 = gilVl + 5l2«2 
V 2 = .921 "1 + .922«2 



I quattro parametri ghk sono così definiti: 



5ii 



521 = 



Vi 

V2 
Vi 



1*2=0 

1*2=0 



512 
522 



_A «1 

i? 



ki=0 



«1=0 



-gii- conduttanza a vuoto della porta 1 

- gi2'. rapporti di trasferimento di corrente 

- g 2 i'. rapporti di trasferimento di tensione 

- 522: resistenza di cortocircuito alla porta 2 

Le equazioni possono essere scritte in forma matriciale: 



55 



5 



_A 


' 511 


512 


y = 


Vi 


X = 


il 




521 


522 


Ì2 


. V2 



26.5 Rappresentazione di trasmissione 1 

Le equazioni di doppio bipolo adinamico ideale inerte esplicitate nella tensione vi e nella corrente ii sono: 

J vi = Av 2 - Bi 2 
\ii = Cv 2 - Di 2 



I quattro parametri sono così definiti: 
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A 



Vi 



=n B 



V2 
li 

v 2 



1*2=0 



«1 
«1 



l«2=0 



n A "i 

=0 — — — |d 2 =0 

«2 





' A 


B ' 




vi 




V2 




C 


D 


Xi = 




X2 = 


~*2 



Entrambi vengono detti parametri di trasmissione e non sono funzioni di trasferimento. 
Le equazioni possono essere scritte in forma matriciale: 

Xi = Tx2 con T - 

26.6 Rappresentazione di trasmissione 2 

Le equazioni di doppio bipolo adinamico ideale inerte esplicitate nella tensione i> 2 e nella corrente i 2 sono: 

\v 2 = A'vi+B'h 
| i 2 = C'vi + D'h 



I quattro parametri sono così definiti: 



G 



V2 
Vi 
A _ % _2l 

vi 



Ui=o 



R / A V 2 I 
-O — T- «1=0 



D 



11 

A _^2 

«1 



«1=0 



Entrambi vengono detti parametri di trasmissione e non sono funzioni di trasferimento. 
Le equazioni possono essere scritte in forma matriciale: 





' A' 


B' ' 




Vi 




V2 




a 


D' 


Xl = 


h 


x 2 = 


~Ì2 



x 2 = T'xi con T = 

27 Reciprocità, simmetria, passività 
27.1 Reciprocità 

Un doppio bipolo adinamico è reciproco se verifica le seguenti relazioni: 



vi 


1 - V2 1 
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Ul=0 • *2=0 




1 - - 
Vi 


Ì2 




V2 




11 


V2 | 


Vi 


12 




«1 = 0 — „, 1*2=0 






Ì2 


Vi 


V2 





Se il bipolo è ideale inerte la condizione di reciprocità è data da: 



R12 — R21 G 2 i — G21 hi2 — —h 2 i gi2 — —921 
AD-BC = 1 A'D' - B'C' = 1 



27.2 Simmetria 

Un doppio bipolo è simmetrico se tensioni e correnti non cambiano se si scambiano tra loro la porta 1 con la porta 2. 
Allora un doppio bipolo è simmetrico se, oltre ad essere reciproco, soddisfa le seguenti condizioni: 

Ru=R 2 2 Gn = G 22 A=D A' = D' 
hnh 2 2 — hi2h 2 \ — 1 3nff22 — 512521 = 1 
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27.3 Passività 

Un doppio bipolo è passivo se non eroga potenza, quindi se convenzionato da utilizzatore deve essere: 

p = Vlh + V 2 l2 > 0 

Se il doppio bipolo è ideale inerte ed è adottabile la rappresentazione controllata in tensione la potenza si può riscrivere 
come: 

p = Rnif + (i?i2 + R2l)hÌ2 + #22*2 > 0 

Questa espressione è vera se: 

i?i2 + i?2i x 2 



R n > 0 R 22 > 0 RnR 22 > 

28 Proprietà e sintesi a T di un doppio bipoli resistivo 

Nella sintesi a T si ha: 

{vi = (R a + R c )ii + R c i 2 
v 2 = RJi + (R b + R c )i 2 

Quindi: 



Ra 


= Rn 


— R12 


Rb 


= R22 


— R21 


R c 


= R12 


= R21 



Se R12 < 0 non è verifica la condizione di passività e quindi bisogna girare i riferimenti della porta 2. 

29 Trasformatore ideale 

Il trasformatore ideale è il modello idealizzato del trasformatore reale, che ah la fondamentale caratteristica di amplificare 
le tensioni e le correnti. 

Esso è il doppio bipolo adinamico ideale inerte che, convenzionato da utilizzatore, verifica le relazioni: 

vi = nv 2 
1 

ti = --12 
n 

Le relazioni sono valide qualunque sia il regime della rete con tensioni e correnti costanti nel tempo. Il parametro costante 
adimensionale n è detto rapporto di trasformazione. 

Il trasformatore ideale è trasparente alla potenza, infatti p = viii + v 2 Ì2 = (™ 2 )( ^2) + w 2*2 = —^2*2 + u 2*2 = 0. 

n 

Inoltre il trasformatore ideale è reciproco, passivo e amplifica (sen^l). 

30 Generatori pilotati 

I generatori pilotati sono doppi bipoli ideali inerti attivi ma non reciproci. 
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30.1 Generatore ideale di tensione pilotato in tensione - GTPT 

Il generatore ideale di tensione pilotato in tensione verifica le seguenti relazioni 

f*2 = 0 

\y 2 = e 2 = k a vi 

Il parametro costante adimensionale k a è detto rapporto di tensione. 

30.2 Generatore ideale di tensione pilotato in corrente - GTPC 

Il generatore ideale di tensione pilotato in corrente verifica le seguenti relazioni 

vi = 0 

V2 = e 2 = k r ii 

Il parametro costante adimensionale k r è detto transresistenza o resistenza mutua. 

30.3 Generatore ideale di corrente pilotato in tensione - GCPT 

Il generatore ideale di corrente pilotato in tensione verifica le seguenti relazioni 

h = 0 

Ì2 = h = k g v i 

Il parametro costante adimensionale k g è detto transcoduttanza o conduttanza mutua. 

30.4 Generatore ideale di corrente pilotato in corrente - GCPC 

Il generatore ideale di corrente pilotato in corrente verifica le seguenti relazioni 

Vi = 0 

«2 = 32 = kpii 

Il parametro costante adimensionale kp è detto rapporto di corrente. 

Parte II 

Regime Sinusoidale 

31 Bipolo condensatore: proprietà generali, energia, eq differenziali e inte- 
grali 

Il bipolo condensatore è un bipolo ideale dinamico che presenta legame di proporzionalità tra integrale di corrente e 
tensione. 

Integrale di corrente: = i(r)dT = Q 

Allora la relazione del condensatore è $(t) = Cv(t), dove il parametro C è detto capacità. 
Risolvendo rispetto alla corrente l'equazione diventa 

Mentre rispetto alla tensione 
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v(t)=v(t 0 )+yii(r)dr 

L'energia del condensatore è data da w(t) — J p(t)dt = J i(t)v(t)dt = J Cv(t)dv = -Cv 2 (t) 
In regime stazionario la tensione ai capi del condensatore è data da 

v(t) = Vm sm(ut + a) 

mentre la corrente 

i(t) = = CVm^ cos(u>t + a) = I M sin(ui + a + ^) 

Vm V 1 tt 1 V _ r _ 

— — = — = — — tp = — — reattanza capacitiva: Xc = — = —X-c& J 2 = jXq 

Im I 2 ujG I 

La corrente è in quadratura in anticipo rispetto alla tensione. 

32 Bipoli condensatori in serie 

Due bipoli condensatori sono in serie se presentano la stessa corrente. Quindi valgono le formule: 

dvi 

~dt - 
iv 2 



v s = v 1 + v 2 
i s = il = i 2 



l2 = C 'ltt 



vi = «i(0) + i /o*i WdT 
l 1 

v 2 = v 2 {0) + — f* Ì 2 {r)dT 



Quindi diventa: 



,111 

[vi(0) + v 2 (0)] + ( i- + i- ) J*i s (r)dr =* { Ci ~ C[ + C~2 



33 Bipoli condensatori in parallelo 

Due bipoli condensatori sono in parallelo se presentano la stessa tensione. Quindi valgono le formule: 

J v p = v 1 = v 2 dv p dvi dv 2 



Quindi diventa: 



ip — il + *2 ' dt dt dt 



dv p _ dv p j C p = Ci + C 2 

C Pdt -(G 1 + G 2 ) dt =5> | Vp(0)=Vl(0)=W2(0) 



34 Bipolo induttore: proprietà generali, energia, eq differenziali e integrali 

Il bipolo induttore è un bipolo ideale dinamico che presenta legame di proporzionalità tra integrale di tensione e corrente. 
Integrale di tensione: A(t) = f_ ì(j)dT 

Allora la relazione dell'induttore è X(t) = Li(t), dove il parametro L è detto induttanza. 
Risolvendo rispetto alla tensione l'equazione diventa 

di 

v(t) = L — 
y ' dt 
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Mentre rispetto alla corrente 



i(t)=i(t 0 )+ I flv(r)d 



L'energia dell'induttore è data da w(t) = J p(t)dt = J i(t)v(t)dt = J Li(t)di = -Li 2 (t) 
In regime stazionario la corrente ai capi dell'induttore è data da 

i(t) = Im sin(wi + a) 

mentre la tensione 

, . T dì(t) . 7T 

v{t) = L — — = LImu cos{uot + a) = Vm sm(wi + a + —) 

V M V tt . V ■„ 

= — = ujL w — — reattanza induttiva: Xl — ujL — = Xre 0 2 

Im I 2 L I 

La corrente è in quadratura in ritardo rispetto alla tensione. 

35 Bipoli induttori in serie 

Due bipoli induttore sono in serie se presentano la stessa corrente. Quindi valgono le formule: 



V s = Vi + v 2 

i s = ii = ii 



di s dii di 2 

Li S — Lii -|- Li2 

dt dt dt 



Quindi diventa: 



L — - ( L L ) dÌs =» j Lp = Ll + L2 
s dt ~ ( 1 2) dt 1i 8 (0)=*i(0) = i 2 (0) 



36 Bipoli induttori in parallelo 

Due bipoli induttori sono in parallelo se presentano la stessa tensione. Quindi valgono le formule: 

dii 



Quindi diventa: 



Vp = Vi = v 2 

i p = ii+ i 2 



ip = [ii(0)+i 2 (0)] 



vi = Li 
v 2 = L 2 



dt 
di 2 

~dt 



1 1 

i 2 = i 2 (0) + — JoV 2 {r)dT 
L12 



111 



Li L^ 



i p {0) =*i(0) + t 2 (0) 



37 Proprietà delle grandezze sinusoidali 

Le proprietà delle grandezze sinusoidali sono le seguenti: 

- sono funzioni periodiche, 

- sono funzioni alternate, quindi in un periodo T l'area positiva equivale a quella negativa, 

- il valore efficace è ampiezza/v^ (A = 



il valore medio è nullo. 
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38 Rappresentazione fasoriale delle funzioni sinusoidali 



La generica grandezza sinusoidale a(t) = Am sin(cut+a) appartiene all'insieme delle sinusoidi isofrequenziali con pulsazione 
u> è individuata dai due paramenti: 

- A = ^jt: valore efficace; 

- a: fase iniziale. 

Attraverso questi due parametri si può passare dalla sinusoide alla rappresentazione fasoriale A = Ae ja . 

39 Diagramma dei fasori 

Un diagramma fasoriale è costituito da più segmenti orientati rappresentativi di fasori, disegnati nello stesso piano e 
correttamente rapportati nelle lunghezze e nelle relazioni angolari. 

I fasori rappresentativi delle tensioni devono avere moduli tra loro in scala, come anche quelli rappresentativi della corrente, 
anche se le sue scale possono essere diverse. 

40 Potenza istantanea in regime sinusoidale 

Avendo assunto la convenzione degli utilizzatori, la potenza istantanea entrante nel bipolo è: 

p(t) — v{t)i{t) — Vm sin(W + o)Im sin(wi + (3) = VI cos(ip) — VI cos(2ujt + a + (3) = p cost + p/(t) 

dove il primo addendo è costante p cos t — VIcos(ip), mentre il secondo è sinusoidale ed ha frequenza doppia rispetto a 
quella di tensione e corrente, è detta potenza fluttuante. 

41 Potenza attiva, reattiva e apparente 

41.1 Potenza attiva 

II valor medio in un periodo di una potenza periodica è, per definizione, la potenza attiva: 

P±ff T p(t)dt 

Applicando questa definizione alla potenza istantanea in regime sinusoidale si ottiene che la potenza attiva è pari a: 

P= VIcos((p) 

La potenza attiva P è quella effettivamente assorbita e che viene trasformata in calore per effetto Joule o in lavoro utile 
nelle macchine elettriche. 

41.2 Potenza reattiva 

Per analogia con la potenza attiva, e sempre ricorrendo ai valori efficaci V e I, viene definita la potenza reattiva: 

Q 4 y/sin(» 

Tale espressione non è correlata direttamente agli scambi energetici medi e pertanto viene espressa in volt-ampere reattivi 
invece che in watt. 

La potenza reattiva Q riguarda l'energia che viene alternativamente assorbita e restituita dal campo magnetico (circuiti 
induttivi) o dal campo elettrico (circuiti capacitivi). 
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41.3 Potenza apparente 

Poi c'è anche la potenza apparente: 

A^VI 

Anche questa potenza, come quella reattiva, con è correlata agli scambi energetici e quindi viene espressa in volt-ampere. 

La potenza apparente non ha un significato particolare, ma è utile poiché è legata al valore della corrente effettivamente 
in gioco nel circuito in esame. 

41.4 Relazioni tra le potenza 

A = VP 2 + Q 2 P = Acos(ip) Q = A sm(ip) 

42 Potenza complessa 

Si definisce potenza complessa il prodotto tra V e il coniugato / di /: 

A = VÌ = Ve ja Ie^-^ = VIe^ a ~^ = Ae j * = A(cos(» + j sin(p)) = P + jQ 

43 Comportamento di un resistore ideale in regime sinusoidale 

Un resistore ideale passivo è un bipolo che convenzionato da utilizzatore, verifica in qualsiasi condizione di funzionamento 
la relazione: 

v(t) = Ri(t) 

con R > 0. Per una tensione 

v(t) = Vm sin(aji + a) 

corrisponde una corrente 

i(t) = sin(wt + a) 
R 

<p = 0 V = W Q 7 = Iei a 
GV 2 Q = 0 A = P = VI 

44 Comportamento di un condensatore ideale in regime sinusoidale 

Un conduttore ideale è un bipolo che, convenzionato da utilizzatore, verifica in qualsiasi condizione di funzionamento la 
relazione: 

Ut) = c d -^ 
y ' dt 

La tensione ai capi del condensatore è data da 

v(t) = Vm sin(ujt + a) 



Tensione e corrente sono in fase 



V M V 

Tm~~J- r 



VI = RI 2 
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mentre la corrente 

i(t) = C ^jQ = CVm u>cos(uit + a) = Im sin(ui + a + ^) 

CLl Z 

V ^ = - = ^- <p=-* V = Ve jot I = Ie^+^ 
Im I 2 

1 V _. K 
reattanza capacitiva: Xq = — = — Xqe 3 2 = jXc 

LOC I 

La corrente è in quadratura in anticipo rispetto alla tensione. 

P = 0 Q = -VI = X C I 2 A=-Q = VI 

45 Comportamento di un induttore ideale in regime sinusoidale 

Un induttore ideale è un bipolo che, convenzionato da utilizzatore, verifica in qualsiasi condizione di funzionamento la 
relazione: 

La corrente ai capi dell'induttore è data da 

i{t) = Im sm(u}t + a) 

mentre la tensione 

, . T di(t) . 7T 

v{t) = L— — = LI M uu cos(ujt + a) = Vm sm{u)t + a + — ) 

db Z 

V ^- = \= bJ L ^=1 V = Ve>t a +V I = IeP a 
Im I 2 

reattanza induttiva: Xl — ujL y = X^eJ^ = jX^ 

La corrente è in quadratura in ritardo rispetto alla tensione. 

P = 0 Q = VI = X L I 2 A = Q = VI 

46 Impedenza 

Si definisce impedenza del bipolo passivo in regime sinusoidale l'operatore complesso: 

I 

Z= V ^= V -e^= V -e^ = Ze^^ = Z =l 
Ie30 1 1 \AZ = V 

Il modulo di Z è dunque pari al rapporto tra i valori efficaci di tensione e corrente e l'argomento è pari alla fase con la 
quale la tensione anticipa sulla corrente. 
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Z - \fz\ + z% 

Z = Zé'f = Z(cos ip + j sin ip) = Z }R + jZc,=> { Zx 



ip = arctan 

Z9 



Per i bipoli passivi ideali si ha: 



Z R = Re j0 =R + jO 
Z L = X L e>* =0 + jX L 
Ìc = V f =0 + jX c 



Mentre le potenze sono: 



A = 


ZI 2 


P = 




Q = 


z^i 2 



47 Serie di impedenze 

Due impedenze sono connessi in serie quando ciascuna di essa ha un morsetto collegato ad uno stesso nodo cui non è 
collegato alcun altro componente, mentre gli altri due morsetti sono collegati a due diversi morsetti A e B, tramite i quali 
avviene la connessione ad una rete qualsiasi. 

L'impedenza equivalente serie, di morsetti A e B, ha corrente I s (t) e tensione V a (t). Fissando gli stessi riferimenti si ha 
che le due impedenze devono essere attraversati dalla stessa corrente, quindi: 

I s (t)=h(t) = I 2 (t) 

V s (t) = V 1 (t) + V 2 (t) 
Se si assume che i due bipoli siano controllati in corrente si ha: 

Fi = li Ji e V 2 = Z 2 I 2 

sostituendo si ottiene: 

V s = Fi + v 2 = zj 1 + 'z 2 i 2 = zj a + 'z 2 i s = °zj s 

Quindi l'impedenza equivalente serie è: 

• • • 

z s = Zi + z 2 



48 Parallelo di ammettenze 

Due ammettenze sono connesse in parallelo quando hanno i morsetti collegati a due a due in due nodi A e B, tramite i 
quali avviene la connessione ad una rete qualsiasi. 

L'ammettenza equivalente parallelo, di morsetti A e B, ha corrente I p (t) e tensione V p (t). Fissando gli stessi riferimenti 
si ha che i due bipoli devono presenta ai morsetti la stessa tensione, quindi: 

V p (t) = V 1 (t) = V 2 (t) 

I p (t) = I 1 (t) + I 2 (t) 

Se si assume che i due bipoli siano di ordine zero e controllati in tensione si ha: 
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h = Fi Vi e I 2 = Y 2 V 2 

sostituendo si ottiene: 

~i P = ~h + ~i2 = ri Fi + f 2 F 2 = FiF p + f 2 F p = f p F p 

Quindi l'ammettenza equivalente parallelo è: 

Y p = Y 1 + Y 2 



49 Ammettenza 

Si definisce ammettenza del bipolo passivo in regime sinusoidale l'operatore complesso: 

7 



y± 



v 



Y = — = -eW-oO = l e V = Fe^'^J |y| ~ Y ~ y 
Ve^ V V [ZY = V / 

Il modulo di Y è dunque pari al rapporto tra i valori efficaci di corrente e tensione e l'argomento è pari alla fase con la 
quale la corrente anticipa sulla tensione. 



Y = Ye^' = y (cos <p' + j sin ip') = Y ffi + jY^=>^ , Y u 

tp — arctan — 



Per i bipoli passivi ideali si ha: 



Mentre le potenze sono: 



Y R = Gè* 0 =B + jO 
Y L = B L e?* =Q + jB L 
Y c = B c e^ =Q + jB c 



' A = 


YV 2 


< P = 


y^v 2 


,Q = 


-Y^V 2 



50 Sintesi serie di impedenze 

La sintensi serie di impedenze è data da: 

Z s = R s + jX s = Zsr+ jZc; 



R s = Zsft cos Lp 
X s = Zq sin ip 



dove R s è la serie delle resistenze, mentre X s è la serie delle reattanze dei condensatori e induttori. 
Le potenze diventano: 

P = R s i 2 
Q = XJ 2 

A=(yRj+xf) I 2 
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51 Sintesi parallelo di ammettenze 



La sistensi parallelo di ammettenze è data da: 

[ G p = Ysn cos ip' 



Y p = G p + jB s = Ysr+ jY<3 

li conduttan 

Le potenze diventano: 



B p = Yb sin <p' 

dove G p è il parallelo di conduttanze, mentre B p è il parallelo delle suscettanze dei condensatori e induttori. 



P = G P V 2 

= -B P V 2 
A=^Gl + Bl) V 2 

52 Risonanza elettrica serie 

In un circuito RLC serie l'impedenza equivalete è: 

J- X^A z=>7Aui\ = R4- i ( u)l, - 

loC 



Z = R + j(X L + X c ) ^Z{uj) = R + j ( loL- ' 



che ha modulo e argomento pari a: 

Z(uj) = JR 2 + (ujL - — ) ip{uo) = arctan- V ' ' 



luC ) ^ V ' R 
Quando le due reattanze si compensano, cioè per: 

A 1 

LO = OJq 



'LG 

si dice che l'induttore e condensatore sono in risonanza serie. In questo caso si ha: 

Z{u) - \R\ <p(w) = 0 

Viene introdotto un fattore di merito Qo pari a 

A 1 IL lo q L 1 



Qo R \ C R lo q CR 



L'ammettenza equivalente diventa quindi: 



1 i / \ s\ ( ^ 

Y(lo) = == ip (io) = — arctanyo 

R\h + Ql 



,2 \U)Q LO 

Ld LJq N 

LOq LO 



Introducendo la variabile Q, = — si ottiene: 



X(fì) = j ip'(ù) = - arctan Q 0 ( fi - ^ 

\ 2 \ i l 



Alla frequenza di risonanza {lo — loq) si ha: 

- la serie di induttore e condensatore equivale ad un cortocircuito, quindi con tensione nulla, e l'intero circuito RLC 
equivale al solo resistore con tensione e corrente in fase; 

- V l — —Ve e 1 l = le = 1 ■ Questo implica che le potenze reattive assorbite dai due bipoli sono opposte e quindi che la 
totale potenza reattiva assorbita sia nulla; 



2 

dato che la potenza totale assorbita è zero l'energia immagazzinata complessivamente nei bue bipoli (u>Lc(t) = wl{I) 

1 M 

2 • 



l'energia immagazzinata nell'induttore è Wl{ì) = mentre quella nel condensatore è u>c{t) = K± if-\ 

zero l'energia immagazzinata complessivamente nei bue bip> 

w c (t)) è costante e pari a wlc(ì) 
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53 Risonanza elettrica parallelo 



In un circuito RLC parallelo l'ammettenza equivalete è: 



Y = G + j(B c + B L ) ^Y(co) = G + j(ujC- 



che ha modulo e argomento pari a: 



Y(uj) = * G 2 +[loC 



loL 



loL 



tp'(to) = arctan 



loL 



G 



Quando le due reattanze si compensano, cioè per: 



LO = LOq 



ILC 



si dice che l'induttore e condensatore sono in risonanza parallelo. In questo caso si ha: 



Y(uj) = \G\ <p(lu) = 0 



Viene introdotto un fattore di merito Q' 0 pari a 



Vo — 



G V L G loqLG 



L'induttanza equivalente diventa quindi: 
Z(lo) = == 



tp(u>) — — arctan Q' 0 



LO LOq 
LOq LO 



LO LOo 
LOq LO 



Introducendo la variabile fi = — si ottiene: 



<p(£ì) = — arctan Qg ^Cl — 



Alla frequenza di risonanza (lo — loo) si ha: 

- il parallelo tra induttore e condensatore equivale ad un circuito aperto, quindi con corrente nulla, e l'intero circuito RLC 
equivale al solo resistore con tensione e corrente in fase; 

- Il = —le e V l = Ve = V. Questo implica che le potenze reattive assorbite dai due bipoli sono opposte e quindi che la 
totale potenza reattiva assorbita sia nulla; 

- l'energia immagazzinata nell'induttore è Wl{Ì) — mentre quella nel condensatore è wc{t) — 

- dato che la potenza totale assorbita è zero l'energia immagazzinata complessivamente nei bue bipoli (u>Lc(t) = wl{ì) + 
wc(t)) è costante e pari a wlc(ì) = ~ 



54 Adattamento di carico in regime sinusoidale 
54,1 Enunciato 

Il teorema di adattamento dell'impedenza afferma che un generatore normale di tensione, con tensione impressa E e 

impedenza Zi, eroga la massima potenza quando alimenta un carico la cui impedenza equivalenza Z u è uguale al coniugato 
dell'impedenza del generatore: 
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2a mt — Z u \p Umax — Zi 

In tale condizione di funzionamento la potenza erogante è massima e vale: 

P = * 

54.2 Dimostrazione 

La corrente uscente dalla porta A-B è: 

— E E E 



7,7 (Ri+jX z ) + (R u +jX u ) (R l + R u )+j(X l + X u ) 
Allora la potenza complessa risulta: 

E 2 

A = Z U I 2 = (R u + jX u ) {Ri + Ru? + {Xi + Xu y 

Quindi la potenza attiva è: 

R U E 2 



P = $te(A) = 



{R t + R u y + {X l + X u f 



Al variare del'impedenza per un fissato GNT tale potenza è funzione di R U ,X U : P = P(R U , X u ). Per trovare massimo di 
tale funzione si potrebbe studiare la sua derivata, oppure notale che i massimi di P si ottengono quando (Xi + X u ) 2 = 0, 
ossia per X u = —Xi. 

R E 2 

Ora abbiamo una nuova funzione P' = j— — " che è massima per R u = Ri. 

(Ri + R u ) 

E 2 

Pertanto l'impedenza deve essere Z u = Ri — jX; L = Zi e la potenza diventa P Umaj . = 

max 4^,. 

55 Doppio bipolo induttivo e suo comportamento in regime sinusoidale 

In regime sinusoidale un doppio bipolo è rappresentato dalle seguenti equazioni: 

Vi = Zuli + Z12I2 
• • _ 

^ V2 = Z21I1 + Z22I2 

Quindi un doppio bipolo induttivo è nella forma: 

jFi = jujLji +juiMI 2 
\V 2 =jojMI 1 +jwL 2 I 2 

M 

Un doppio bipolo induttivo in regime sinusoidale si comporta come un trasformatore reale con k — —j= — 1, cove k è 
il coefficiente di accoppiamento. 
Le equazioni diventano: 
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Vi 

Senza il rapporto il trasformatore sarebbe ideale, ma proprio per questo fattore la corrente circola nella parte di 

sinistra anche se a destra non c'è carico e quindi si avrebbe li ^ 0 anche se I 2 = 0. 



Parte III 

Sistemi trifasi 

56 Terne di tensioni: definizioni fondamentali 
56.1 Terne di tensioni stellate 

Tra le coppie di morsetti 1-0, 2-0 e 3-0, ossia tra ciascuna fase e il centro della stessa, è presente la terna delle tensioni 
stellate o di fase: E\, E 2 , E 3 . 

'E x = V 10 = E gl = E g e> a 
< E 2 = V 2Q = E g2 = E g e^ a - 2 ^) 
E 3 = V 30 = E g3 = E g e j ( a -i n ) 

Se nella rete trifase non è presente il neutro queste terne non si possono considerare. 



56.2 Terne di tensione concatenate 

Tra le coppie di morsetti 1-2, 2-3 e 3-1, ossia tra le coppie sequenziali di morsetti di fase, è presente la terna di tensione 
concatenate: V12, V23, V31. 



'Vi 2 


= E\ — E 2 


< v 23 


= E 2 — E 3 


F31 


= E3 — E\ 



Tra le due terne vale la relazione V = ^/ìE. 



57 Connessioni di generatori e carichi 



Nei tre conduttori di fase è presente la terna delle correnti di linea I\, I 2 , I3 e nel neutro la corrente di neutro Iq. Secondo 
la LKC vale la relazione: 



h+h+ h = h 



dove le 3 correnti sono: 



I9 = 



h 



Ei 

E 2 

I2 
E3 



Se il carico è equilibrato, cioè le tre impedenze sono uguali, e il la rete è simmetrica nelle tensioni, stesso valore efficace, 
si ha: 



— — — ./Si -\- Eo -\- E'x — 

h + h + h = . 3 -0^/o = 0 
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Quindi il neutro ha corrente nulla è può essere omesso. 

Per questo la connessione di generatori e carichi può essere con o senza neutro. Nella configurazione senza nuetro si 
possono utilizzare solo le terne concatenate. 

Il neutro serve per equilibrare i carichi in caso di guasto. 



58 Potenza nei sistemi trifasi 

La potenza nei sistemi trifasi è data da: 

p(t) = ei(t)*i(t) + e 2 (t)* 2 (t) + e 3 (t)* 3 (t) 

dove le tensioni e correnti sono: 



' ei (t) = \f2E sm(ujt + a) 
e 2 (i) = \/2Esm(ut + a- |tt) 
e 3 (t) = V2Esin(ujt + a- |tt) 



'h(t) = v^/sin(wi + /3) 
i 2 (t) = V2Ism(ut + P - §7r) 
i 3 (i) = \/2/sin(wÉ + /3 - |tt) 



Quindi la potenza diventa: 



p(t) = Elcostp- EIcos(2cut + a + (3) + Elcostp- EIcos(2ujt + a + (3 - |tt) + Elcostp- E I cos(2ujt + a + fi - §7r) 



P(*) = Pcost+Pf(t) 

In questo caso la potenza fluttuante (pf(t)) è pari a zero dato che sono tutte e tre isofrequenziali e sfalsate di |7r. Quindi 
la potenza è: 

P = p(t) = SEI cos ip = V3VI cos ip 

Per misurare la potenza si usano tre wattmetri se la rete è con neutro misurando le potenze pio(t), P2o(t), p 3 o(i); se invece 
è senza neutro se ne usano 2 misurando le potenze pi2(t), p 32 (t)- 



Parte IV 

Regime variabile 

59 Sistemi di equazioni differenziali 

Come negli altri regimi anche in quello variabile valgono le leggi di tipologiche e topologiche (LKC e LKT) degli n-poli 
che compongono la rete. 

Per questo motivo si tratta di risolvere un sistema di 21 equazioni lineari a coefficienti costanti algebriche e differenziali 
così composte: 



v(t) = e(t) 

*(*) - j(t) 
v(t) = Ri(t) 

m = c dv{t) 

v(t) = L 



alt 
di(t) 

dt 



generatori ideali di tensione 
generatori ideali di corrente 
resistori ideali 

condensatori ideali 
induttori ideali 



J2 ±i(t) = 0 LKC 
J2 ±v(t) = 0 LKT 
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Si assume di chiamare: 

- ingressi, u(t), le grandezze note, costituite dalle tensioni e(t) impresse dai generatori ideali di tensione e dalle correnti 
j(t) impresse dai generatori ideali di corrente; 

- uscite o risposte, y(t), le grandezze incognite, costituite dalle tensioni v(t) e dalle correnti i(t) dei lati della rete. 
Quindi le 21 equazioni si possono trasformare in equazione differenziale equivalente del tipo: 

U* dt i -2J* dt i 

60 Strategia generale dell'analisi di reti in regime variabile 

Per analizzare una rete in regime variabili bisogna seguire i seguenti punti: 

1) Si trovano i valori iniziali delle variabili di stato y s (0~) = y s (0 + ) (che determinano lo stato della rete in t = 0 + ). 

2) Dal sistema di equazioni di rete, topologiche e tipologiche valide per t > 0, si deduce l'equazione differenziale dell'uscita 
desiderata. 

3) Si determina l'integrale particolare; come si é visto, un ingresso costante ammette come integrale particolare la soluzione 
dell'ipotetico regime stazionario, un ingresso sinusoidale ammette come integrale particolare la soluzione dell'ipotetico 
regime sinusoidale. 

4) Si determina l'integrale generale dell'omogenea associata all'equazione differenziale resa omogenea. 

5) Si determinano le costanti di integrazione dell'omogenea associata, imponendo i valori iniziali delle variabili di stato 
(punto 1) e all'integrale complessivo, somma dell'integrale particolare (punto 3) e dell'integrale dell'omogenea (punto 4). 

61 Integrale particolare 

„ , , ,,, • ,.rr • i d l y(t) y^K d l u(t) , . -il 

Partendo dall equazione differenziale / fii ^ = / pi ^ , per trovare [ integrale particolare bisogna risolvere la rete 

i=0 4=0 

con gli ingressi a regime. 

61.1 Ingresso costante 

Con Vingresso constante u(t) = U —*y(t) = Y , l'equazione differenziale diventa: a^Y = b 0 U => y p (t) =Y= ^U. 

61.2 Ingresso sinusoidale 

d l y(t) 

Con Vingresso sinusoidale u(t) = Um sin(wt + <p) — > y(t) = Ym sm(ujt + 7), le derivate i-esime sono: = (ju)) l Y . 

Quindi l'equazione differenziale diventa ^^ai{juj) l Y = ^%i{jui) l U ^>Y = U => Vp(t) 



i=0 i=0 



61.3 Ingresso cisoidale 

Con Vingresso cisoidale u(t) = Uoe 5t sin(wt + ip) — » y(t) = Yoe St sm(ujt + 7). 
Questo è il caso più generale, infatti, considerando s = S + ju>, se: 

- S = 0 e w = 0 (s = 0) si ha ingresso costante; 

-5 = 0cujj^0(s = joj) si ha ingresso sinusoidale; 

- S 7^ 0 e uj = 0 (s = 5) si ha ingresso esponenziale; 
-i5^0ew^0(s = ^ + juj) si ha ingresso cisoidale; 
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éy(t) — " — m " — 

Le derivate i-esime sono: \ = s l Y, con s = 5 + ju>. Quindi l'equazione differenziale diventa ^^aiS 4 F = ~y^bjS l U 



i=0 



i=0 



i=0 



62 Integrale dell'omogenea associata 

• ^■rr ■ S~~^ d- l y(t) d % u(t) , , 

Partendo dall equazione differenziale > - ^ — = /6» — j- — , per trovare { integrale dell omogenea associata bisogna 



i=0 



dP ^ dt l 

j=0 



risolvere l'equazione omogenea associata che è pari a ^^a^s* = 0. 

i=0 

Dato che gli assono reali si hanno sicuramente n soluzioni complesse. 
Se la soluzione è reale (sj = Si) corrisponde un modo pari a: 

Ad una radice reale con molteplicità k > 1 corrispondono k modi: 

(y a (t) = Y i e 5 * t 
Va(t) = K a te Sit 

Se invece la soluzione è complessa (sj = Si ± ju>i) corrisponde un modo di tipo cisoidale: 

yi(t) = e 5it ([Y Ai sin(wjt) + Y Bi cos(wjt)] 
Ad una radice reale con molteplicità k > 1 corrispondono k modi: 

Viiit) = e 5 ' t [Y Al s'm(uj i t) + Y Bi cos(u>it)] 
y i2 {t) = te s ' t [K All sin(wji) + K B a costai)] 

K Vik{t) = t fe " 1 e 5i *[^Ai(fc-i) sin(w;f) + A"si(fc_i) cos(wji)] 
Quindi l'integrale sarà y 0 (i) = 

»=i j=i 

63 Integrale specifico dell'omogenea associata: costanti di integrazione 



Nell'integrale generale dell'omogenea y 0 (t) compaiono n costanti di integrazione (n è il grado dell'equazione differenziale). 
Le costanti di integrazione possono essere determinate imponendo i valori inazioni alla risposta e alle sue prime n-1 



derivate: 



2/(0+) 



dy(t) , 
di 



|t=o+ 



Questi valori però non sono noti, invece si conosce i valori degli ingressi (u(t)) in t = 0 + . 

Utilizzando le equazioni di rete valide per t > 0 e quindi anche in t = 0 + , è sempre possibile esprimere la generica risposta 
y(t) e le sue n-1 derivate in funzione degli ingressi e delle variabili di stato. Quindi è possibile scrivere un sistema di n 
equazioni che permette di dedurre gli n valori della risposta per t = 0 + e quindi anche delle costanti di integrazioni. 
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64 Rete RC con generatore stazionario 



In una rete RC con generatore stazionario si ha: 



L'equazione differenziale quindi è: 



Vr + v c - E = 0 
v R (t) = Ri(t) 



^^dv c ^ „ dv c 1 E 



L'integrale dell'omogenea associata è: 

t 

Mentre l'integrale particolare è Vc p (t) = E 

t 

Quindi l'integrale diventa: vc(t) = E + Ae T . Per trovare la costante di integrazione A bisogna sostituire la condizione 
iniziale (vc(0 + )) all'integrale: 

v c (0 + ) = E + A=> A = v c {0+) - E. 

La soluzione finale è allora: 

t t t 

v c (t) = E + [v c (0+) - E\eT = v c {0+)e~T + E(l - e~T) con T = RC 



65 Rete RC con generatore sinusoidale 

In una rete RC con generatore sinusoidale si ha: 



vr + ve — e = 0 
v R {t) = Ri{t) 
dv c (t) 



L'equazione differenziale quindi è: 



RC 



dvp 



i(t) = Li- 



ve — e =0 



alt 



dvc 1 



ve 



dt RC ° RC 



L'integrale dell'omogenea associata è: 



t 

5+^ = 0^s = -— = --^ vcoit) = Ae T 



Mentre l'integrale particolare è Vc P 



jXc 
R + jXc 



E v Cp (t) 



Quindi l'integrale diventa: vc(t) — vc P (t) + Ae T . Per trovare la costante di integrazione A bisogna sostituire la 
condizione iniziale (vc(0 + )) all'integrale: 



v c (0 + ) = v Cp (0) + A => A = v c {0 + ) - v Cp (0). 



La soluzione finale è allora: 



v C {t)=v Cp {t) + [v c {0+)-v Cp {0)]e T con T = RC 
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66 Rete RL con generatore stazionario 

In una rete RL con generatore stazionario si ha: 

Vr + v L - E = 0 

v R (t) = Ri{t) 
di(t) 



v L (t) = L- 



dt 



L'equazione differenziale quindi è: 



di jj „ diL R e 

L-± + Rìl - e = 0 -± + -i L = - 
dt di L L 



L'integrale dell'omogenea associata è: 

t 

s+ — = 0 s = -- = --=> i Lo (t) = Ae T 
E 

Mentre l'integrale particolare è ìl p (ì) = — 

R 

t 

E - — 

Quindi l'integrale diventa: = V Ae T . Per trovare la costante di integrazione A bisogna sostituire la condizione 

R 

iniziale (i^(0 + )) all'integrale: 



i L (0+)=^+A^A = i L (0+)-^. 



La soluzione finale è allora: 



t t t 

i L (t) = | + [i L (0+) ^]e~T = i L (0+)e~T + |(1 - e ~T) con T = | 

67 Rete RL con generatore sinusoidale 

In una rete RL con generatore sinusoidale si ha: 

vr + v L - e = 0 

v R (t) = Ri{t) 
di(t) 



v L (t) = C- 



dt 



L'equazione differenziale quindi è: 



L'integrale dell'omogenea associata è: 



diL „ . „ „ d%L R E 
L-± + Ri L - E = 0 + -i L = - 

ere dt L L 



t 

R R l / \ « ~~ — 

s+ — = 0 => s = -— = -- => i Lo (t) = Ae t 
L L t 

E 

Mentre l'integrale particolare è Il p = — — — =>ÌLp{t) 

t 

Quindi l'integrale diventa: ii,(t) = ÌLp(t)+Ae T . Per trovare la costante di integrazione A bisogna sostituire la condizione 
iniziale (i^(0 + )) all'integrale: 

*l(0+) = ilp(O) + A => A = i L (Q+) - i Lp (0). 

La soluzione finale è allora: 

t 

ìl(ì) = ÌL P {t) + [i L {0+) - i Lp {0)]e~T con T = - 
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68 Rete LC con generatore stazionario 



In una rete LC con generatore stazionario si ha: 



vl + ve - E = 0 
di(t) 



v L {t) = L 



i(t) = C 



dt 
d v c (t) 
dt 



L'equazione differenziale quindi è: 



Tr ,d 2 v c ^ „ n _ d 2 v c ^ 1 E 
LC ^ + VC - E = °^^ + W VC= LC 



L'integrale dell'omogenea associata è: 



s2+ ZC = °^ S = ±j VL 1 C^ UJ0 



Mentre l'integrale particolare è vc P (t) = E 

Quindi l'integrale diventa: vc(t) = E + As'm(ujot) + B cos(wo^)- 

Mentre Ìl{ì) — ^ ~^T~^ = ACujq cos(u> 0 t) — BCuJosm(Lu 0 t). 



v Co(t) = Asin(td 0 t) + Bcos(uj 0 t) 



Per trovare le costanti di integrazione A e B bisogna sostituire le condizione iniziale (vc(0 + ), *l(0 + )) all'integrale: 

v c (0+) = E + B => B = v c (0+) - E 



i L (0+) = ACuj a => A : 



ìl(0 + ) 
Cojf) 



La soluzione finale è allora: 



Ìl(0 + ) rr~ 

v c {t) = E + sin(w 0 i) + bc(0 + ) - E] cos(u 0 t) con uj 0 = y — 



69 Rete RLC con generatore stazionario 

In una rete RLC con generatore stazionario si ha: 

vr + v L + v c - E = 0 
v R = Ri R 

di L (t) 



v L (t) = L 
ic(t) = C 



dt, s 
dv c {t) 

dt 



ir = = ic = i 



Le equazioni differenziali quindi sono: 



LC ^ + RC ^ +VC - E = °^^ + L^ + LC VC =LC 
rn d2iL , , ■ d * ÌL , fi dÌL , 1 • n 



L'equazione caratteristica associata è: 



i Ft 1 i? 



4L2 ~ LC 
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69.1 Soluzioni reali e distinte - sovrasmorzato (A > 0) 

, 10L R , , — 2L 1 2L 1 

Ad esempio R 2 = -— => s ia = (1 ± \AI6 T x = = T 2 = 



C 2L y Rl-VOà RI + VOI 

L'integrale particolare è Ìl p (ì) = 0 
E le equazioni diventano: 

t t 
i L (t) = he T i + I 2 e T 2 

di 

v c (t) = E - Ri - vi = E - Ri + L — 

dt 

69.2 Soluzioni complesse - sottosmorzato (A < 0) 

Adesem pl oi? = - Sl;2 = -- ± 3y j — = -- ± JWs T=- u s = ^-^ — 

L'integrale particolare è ÌL P (t) = 0 
L'equazioni diventa: 

t t 
= h e T sin(oj a t) + I 2 e T cos(u> s t) 

E - Ve 

Ponendo *l(0 + ) = 0 e vc(fi + ) — Ve le costanti di integrazioni sono I 2 = 0 e li = . 

LO S L 

Quindi le soluzioni finali sono: 

E V 1 
i L (t) = =^-e T sm(uj s t) 

t 

-y 

vc(t) = E —e T [sin(w s i) + uj s t cos(w s t)] 

U)gl 

conT =ii euJs = y-8yLc 

69.3 Soluzioni reali e coincidenti - smorzamento critico (A = 0) 

, 9 4L RI 2L 

Qmnd 1 ^ = -^ Sl;2 = -- = -- T=- 

L'integrale particolare è ÌLp(t) = 0 
L'equazione diventa: 

t t 
i L (t) = he~T + K 2 te~T 

E -V c 

Ponendo ì_l(0 + ) = 0 e ve(0 + ) — Ve le costanti di integrazioni sono li = 0 e K 2 = . Quindi le equazioni diventano: 

Li 

■ u\ E-Vc -Ì 
i L (t) = - te 1 

t 

v c (t) = E + (V c - E) (l + |ì e~T 



2L 

con T = — 
R 
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